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2. DAS STATIONARE ELEKTRISCHE STROMUNGSFELD [FORTSETZUNG]

2.7. Beispiele elektrischer Stromungsfelder

 —
V01 — 24.04.2001 2.7.1. Punktférmige Quelle (Punktelektrode)

e — |

/— 5#3‘1)%?;{@2 Mﬂ'éﬁ’f {-ﬁﬁﬂm&ﬂ"ﬁrw? J
.’EH/ ﬁmm?fufs / &n‘%é;&% Hecliv

:]1 JoBr . lalapuneh Shisomgefld

1=§J0A= §J, 0k = J, §dA, = Jpaxr?
A A A

> = (2.32)

bzw. g, -—1 (2.33)

Az r?

e Punktquelle auRerhalb des Ursprungs:

jo L. - ’13 (73 ... Quellpunktsvektor) (2.34)
i

E~ _ / . r _rl3 (235)
Arx |; _ Fl|

e Potential: (E = -grade)
()= — (2.36)
? Arkr '
bzw. o(r) = /4 (2.37)
4m(|r - r1|

2.7.2. Kugelerder unter Berlcksichtigung der Erdoberflache (Tiefenerder)

Ry 40 ( ioﬂJf Crdobert!
T

h?"r}:}

durfii
“J W #0 ()
2 4
2B K= A -y
\‘ L( 3 e_&,{:’k&ﬁi’_ i é‘;skr -"U&‘Ifléruug gflg fu;a&{?,}g@ éi.dzcduéf

* Randbedingungen an der Erdoberflache: J, =0 ... Normalkomponente d. Stromdichte

=>» Erfillung durch Einfuhrung einer Bildquelle nach Spiegelungsmethode
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KAPITEL 2: DAS STATIONARE ELEKTR. STROMUNGSFELD E-TECHNIK 4. FS

ELEKTRODYNAMIK 11

Kayu

e Potentialverteilung:

$(F) =@+ @ =L[i+ij

drx\n
e Spannung zwischen dem Tiefenerder und einem unendlich fernen Punkt:

U=0r—p0 =9lr-r, (mit ¢, =0)
r,=2h-ry

1
, ;
] I]_I
U=Li+ ! ;h>rp I
4k Iy 2h oy

f'ﬂnkﬂwﬁ’z A

Re ... Erdungswiderstand

(2.38)
= Re einer Kugelelektrode im unendlich ausgedehnten Medium

© by FI 2001




DAS MAGNETFELD STATIONARER STROME — MAGNETOSTATIK —

3.1. Das Durchflutungsgesetz

» Kraftwirkung zwischen Stromdurchflossenen Leitern und auf Magnetnadeln
=> Definition der magnetischen Feldstérke

o Experimente von H.-C. Oested, 1820:

- sehr lange, dunne Leiter («o-lange Stromféden)
= magnetische Kréfte exakt proportional zu 1/r

- magnetische Feldlinien sind Kreise um den Leiter

o Fir einen beliebigen geschlossenen Weg um den stromfiihrenden Leiter gilt:

§H-05 =1 (3.1)
c
Diese Gleichung gilt fiir beliebig geformte Leiter!
o Es qilt das Superpositionsprinzip:
ﬁ/:/-d§ = Z /; =© ... Durchflutung (I; ist vorzeichenbehaftet, d.h. an dA orientiert) (3.2)
c i
e Betrachtet man ein beliebiges elektrisches Strémungsfeld
v S
T
A \-ll-
/.- T
.-/ . d
r g _
TR
mit Gleichung (2.5) j;/:/-a’ﬁ =/= J']-a’ﬁ "Durchflutungsgesetz" (3.3)
G A
mit Hilfe des Stokes'schen Integralsatzes: (1.94; E> H)
§H-d5 = [rotH-dA = [ J-dA
c A A
- - !
bzw. I(rotH - J)a’A =0 fur beliebige Flachen A, d.h. rotH-J =0
A
> rotH=1J (3.4)
% das Durchflutungsgesetz in differentieller Form
% die 1. Maxwell'sche Gleichung fiir zeitunabhangige (stationare) Vorgange.
o flr stationare Strome gilt:
divd=0 (2.8))
was auch durch die Beziehung (1.98) divrotH =0 bestatigt wird.
7 © by FI 2001



KAPITEL 3: MAGNETOSTATIK E-TECHNIK 4. FS ELEKTRODYNAMIK 11

3.2

e bei zeitabhangigen Stromungsfeldern

=> Kontinuitéatsgleichung (2.7)

muss (3.4) entsprechend ergénzt werden:

mit (1.33) P _ 0 givp=dv?
ot ot ot
27> divrotH =0 = div[] +%J
bz T =J +E;_f (3.5)

% 1. Maxwell'sche Gleichung fiir zeitabhéngige (instationéare) Vorgange.
o Der zusatzliche Term (der von J. C. Maxwell eingefiihrt wurde) besitzt die Einheit einer Stromdichte und wird

als Verscheibungsstromdichte bezeichnet: J,, = % (3.6)

o Verallgemeinerung des Durchflutungsgesetzes (in integraler Form):

ff/;’-d.s: = J'[j +%}di] =/, +1, l, ... Verschiebungsstrom (3.7)
c A

Die magnetische Flussdichte

1
V02 - 08.05.2001
| |

3.3.

Def.: im Volumen gilt B = Ho H [V—SZ = T} (3.8)
m

mit der Permeabilitat des Vakuums o = 4n -107 Vs/Am

 magnetischer FIuR durch eine Fléche A: ¢ = J'é-d,zl (3.9)
A

¢ Erfahrungstatsache: FluR durch eine geschlossene Flache (Hullflache) verschwindet.

GauB'scher IS (1.40; D—B)

jé-dAT =0 [ div B-aV ... gilt fiir beliebige Volumina
A 14

> divB=0 (3.10)

& 4. Maxwell'sche Gleichung
% Quellenfreiheit der magnetischen Flussdichte (magnetische Induktion)

Das magnetische Vektorpotential A

e Zur Berechnung von Magnetfeldern von stromfilhrenden Leitern fiihrt man ein magnet. Vektorpotential ein.

¢ Aufgrund von Gleichung (3.4) (rot H = J = 0) ist die Definition eines skalaren Potentials nicht im gesamten
Raum mdglich, sondern kann sich nur auf stromfreie Gebiete (rot H = 0) beschranken.

o Es gilt fir jeden beliebigen Vektor F: divrotF=0 ((1.95))
=> Daher kann man mit (3.10) die magnetische Flussdichte in der Form
B =rot A (A ... magnet. Vektorpotential) (3.11)
darstellen.
o mit (3.11) ist jedoch kein eindeutiges Vektorpotential festgelegt, da
rotgrad f=0
und man ein anderes Vektorpotential A’
A'=A +grad f
wéhlen kann, wobei
B =rot A' = rot A + rot grad f = rot A [rot grad f = 0]
=> eindeutiges Vektorpotential durch die Eichung (Festlegung von f)
z.B. Coulomb-Eichung: divA=0 (3.12)
(div grad f = Af = 0)

=>» vorteilhaft fir statische Probleme!

© by FI 2001
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Differentialgleichung fur A

(3.4) mit (3.8) und (3.11) liefert

rotH = ot 8 = —rotrot A = J
Ho Ho
> rot rot A=poJ
= mit der Vektorbeziehung (Satz von Gralimann)

rot rot F = grad div F - AF

Vx(VxF)=V(V-F)-F-(V-V)
ax(bxc)=b-(a-c)-c-(a-h)

[F-(V V)=F- 4]

und mit der Coulomb-Eichung (3.12) ergibt sich:
AA = - Ho J

eine vektorielle Poissongleichung fur A.

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Gleichung (3.15) kann NUR bei ortsunabhéangigen Basisvektoren eines Koordinatensystems in 3 skalare

Poissongleichungen zerlegt werden!

z.B.

liardes. logrd . I g’yﬂ;bo(ugwak"- {a‘

‘ % 48
y g
g 1,

X

G‘fﬁsuuaia&aua; Buslypiiton

AA, = —pgJy (3.16a)
AA, = —ppJ, (3.16b) (3.16)
AA, = —ppJ, (3.16¢)
Die Losung kann nun analog zu (1.74) erfolgen:
Ap=—L 5 o) = JLW'
&0 oy 47[|I’ I'|
( ) av (3.17a)
ﬂof 47r|/’ r|
( ) 3.17b 3.17
= po [ 4”|r r| (3.17b) (3.17)
4= o[22 g are)
y 4l -7
= Zusammenfassung zu einem Vektor
A(F) = yOILdV (3.18)
az|r -7
fur dinne Leiterschleifen (Stromfaden) gilt:
J-dv'=JdAds
(3.19)
9 © by FI 2001
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3.4. Das Biot-Savart'sche Gesetz

e Berechnung des Magnetfeldes von Stromverteilungen

S (3.11) und (3.18)

B(r) = 1ot A(F) = V x A(F) V ... Ableitungen nach x, y, z
o Mo [ ()
7V><4”£|F_r_|d|/
% [y G
Az, |r—r|
_Ho [ : vl _grad_t =
JJ(r)xV| 7F'| av wobei V|F—F'| grad|F7F'| |F_F'|3

(siehe Punktladung in Elektrostatik)

By - 1 2EVC=F) g

S (3.20)
v 47r|r7r'|

Biot-Savart'sches Gesetz fir allgemeine Stromdichte im Raum

3.4.1. Biot-Savart'sches Gesetz fur dinne geschlossene Leiterschleifen

1

V03 - 15.05.2001 - PR
B() =—yol§(r r)xds

T (3.21)
c 47z|r —r'|

| |

o die differentielle Form

dé(F) = iyl !r—r !xds

- -3
47r|r - r'|
ist nicht das Feld eines Stromelementes |I-ds', sondern das Feld eines Stromdipols:

(% quellenfreies Stromungsfeld)

Wl foruni e Lhougotlen
/ f'muii 4 Dmf (Feldbild analog zum elektrischen Dipol)
rot dB = o dJ divrotdB =divdl =0 ()

e Berechnung des magnetischen Flusses:

T T Stokes IS B
D= IB-da = Irot A-da (1;4) j?A-ds a ... Flache; A ... magnet. Vektorpotential (3.22)
a a : c

3.5. Das skalare magnetische Potential

o Im stromfreien Gebiet (J = 0) gilt nach (3.4) rotH=0 (3.23)
und man kann ein magnetisches Skalarpotential y einfiihren:
H = -grad v (3.24)
e DGL erhélt man mit (3.8) und (3.10):
Ay(r) =0 ... Laplace-Gleichung (3.25)
Losung: mit (3.24) analog zu (1.51)

B B P(F)A -
(R =y(io)~ [Hds (3.26)
P(ro)

© by FI 2001 10
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=>» Dies setzt voraus, dass nicht nur rot H =0 ((3.23)), sondern auch
§H-d5 =0 (3.27)

erfillt ist.

Das ist bei mehrfach zusammenhangenden Gebieten, die stromfiihrende Bereiche umschlieBen nicht erfiillt:

=>» Potential v ist nicht mehr eindeutig! (Mehrfache Umlaufe werden auch mdglich.)
% Abhilfe: Aufschneiden des Gebietes

=> einfach zusammenhéngendes Gebiet (Trennflachen entstehen)

— i‘euuqﬂrc;i:(ffe
L’Gmeaﬂb’ﬁ.si we I ¥

3.6. Beispiele von Magnetfeldern

3.6.1. Gerader dunner Leiter ("Stromfaden™)

o der gerade dinne Leiter wird als Teil einer geschlossenen Leiterschleife betrachtet:  (divJ = 0)

&
e —
A [h‘f’,ﬂ*] = Aa €
23
Fi -
dZ — F-
A
‘ .
M T X
T
1% az'
nach (3.19) gilt: A, (x,y,2) = Lol [X*+ y?>= r? in Zylinderkoord.]

4z iz \/XZ +y?(z-2')?

4 - ﬂ_'{h(_]h[_ﬂ
4z r r

2 2
Z—21+HIr" +(Z2-2
A ,Uo/ In 1ty ( 1)

bzw. =—
‘ Ar

zZ-27, +\/r2+(z—22)2

11 © by FI 2001
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"Feldanteil": nach (3.21) gilt
- 1% r-ryxe,dz .
1) B(x,y,z)= ——iﬁ_ I ( )x&; dz 3 mit r = (x,y,z)
21(\[)(2 +y? +(z—z')2J
Z; '
ol az
> By =~ Ax ' J. 3
zl[,/xz +y? +(z—z')2J
Y ? az’
By = 4 X 3
Zl[\/xz +y24(z- z')zj
2) B=rotA =VxA,e, =VA, xe,
_ %A ey — o4, e, (kartesische Koordinaten)
oy ox
0A, - . .
=- arz ey (Zylinderkoordinaten)
> B _ Mol ¥y zZ-27, 3 zZ-7;
X - 2
4z r \/rZJr(z—zz)2 \//'ZJr(z—zl)2
B _ Mol x z-27, 3 zZ-7;
y - 2
4z r \/r2+(z—22)2 \/r2+(z—zl)2
bow. B, =- 22— Jplipp ool 2 2%
. = = . o =
or 4z r \/r2+(2_21)2 \/r2+(z—22)2
Anmerkung:

z-2z z-z
4 _ 2| arsinh L2 1 - ! |- 1.2
or or r ‘/ r2
Z —21’2

z-2,, )
1+[ 1’2]
r
r,lr2 +(z —21’2)2

% nicht den Logarithmus ableiten! (schwieriger!)

e geschlossene Stromkreise

J-J*fT:iE_ - 2) EL 3) \/ ....... .

=> Koordinatentransformation: B«,By > B3.,Bj
e unendlich langer dunner Leiter
Grenziibergang: 71 > -0 Zp > ©
/. 1 1
By = Tl LT +
4 r2 r2
1+ > 1+ >
(z-21) (22-2)
— —
L -0 -0 1
/
By = L0t (bzw. aus dem Durchflutungsgesetz)
2z r

© by FI 2001 12
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1
V04 —22.05.2001
e — |

e magnetisches Vektorpotential: A = A(r) - e,
- dA .
By(r)=-—=% Integration
s(1)=-— | Integ

A (r) = —Z;'”llnr+c

Mol . 1
Az(,') = —%Inr—
0

e magnetisches Skalarpotential:

P(r) @

SO / ,

VY =yg— IS';H'OIS ——d;'.ozﬂ—rrd¢
/

V/——Z(‘I’—‘Do)

O = const. 2>

s tijt Teousl

¥
v

T4 LI Tﬂz

(I)O:

Y=yo=0

Geraden durch den Ursprung

,wobei C =4, =0 festgelegt;
—'o

ro ... Bezugsradius

A, = const. =» Kreise um den Leiter

ds ... Weg entlang einer Feldlinie

o mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes (3.3) erhalt man:

/

1) r<r:  By(r)= Lzr
27Z'r0
2) r>ro: By(r) = Hol
2 r

e magnetisches Vektorpotential

A = A (ne,

T A
B =rotA= —a—r€¢ = B¢E’¢

13
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1) r<ro A4 :li(r aAZJ:—,uOszyon

nr
. A 1 r?
1. Integration: r=%=—pyy——-—+0,
or ,027, 2
0A !/ r C
-z _ ~Hy— R —B¢
or I 2 r
: ! or?
2. Integration: Ap = —pog—— —+CiInr+¢,
hh 4

Bestimmung von C; und C;:

1) r=0: B, = endlich: C,=0
_ Lo R ol
2) Wahlvon A, =0 beir =r, (willkirlich): C, = vy
T
2
ol r
D> A (r)=2{1-—
21y (1) g [ fozj
2) r2rg: AA, =0 (wg. 1 =0)
. A C
1. Integration: A _Cs_ -B,
or r .
} aus 1) mit 1 =0
2. Integration: A, =CzInr+Cy
Bestimmung von C; und Cy:
1) r=r B, =B, .. stetiger Ubergang
2) r=rg Ay =4, =0 ... gewadhlt
/ /
Gy = Ho : C, = Ho
2z 2z
Mol
9 Az(z)(f) = —2—|n—

T I

3.6.3. Kreisférmige Leiterschleife

or

Inry

oA,

oA,

or

ges.: B entlang der z-Achse

e Berechnung mit Hilfe des Biot-Savart'schen Gesetzes:

Wegelement: as = ry dg' é¢ (Zyl.koord.)

ds =-rysinge, + 1y cos pe,

r'= Iy cos g€y + Iy singe, ;0<p<2n
~Z+15+COS @
r=ze, ; (F=r)yxds =| zrysing |dp
n?
—Z:ry-sing ]
~Z:1y:COS @
- - - 2
(7 (r—r)xds X4
B(F) = ol §=——"——= o/ g
¢ 47r|r—r| 4ryry? +2*
L Jo

. &
2

(- diiuer Loiler

{ pf}| i ,{, r_|l 0’:.;1!"

© by FI 2001 14
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e aus Symmetriegriinden: B,=By=0 (auf z-Achse)

2
B, = ol 0
2lr? + 22|

5

e magnetisches Vektorpotential

A= A€y (rein azimutal)

1) entlang der z-Achse: As =0  (aus Symmetriegrinden)
2) r=0:  Aufpunkt: (r0,2)=(r.¢,2) 1¢=0

4, _ Mol % I COS ¢' A"

=> elliptische Integrale!
Az 2 2 2 '
#$=0\Z°+r°+ry" +2rmycos¢g

¢ Magnetfeld abseits der z-Achse
. B oAy . 10lmAy) .
4 ?
B=B,e,+B,6, =———e, +———¢
r=r zvz az r r a,, z

o Flr ro <<r,z gilt:

(entfernte Aufpunkte oder kleine Kreisschleife)

¢

. . r
Kugelkoordinaten sin® = — ; R=Vz%+r? ; r=yx%+y°

1 1 1 e 2"
—— = =—{1—2—°sin®cos¢'+°—2}
|r 7r| \/22 +r2 4 1% + 2y cos ¢ R R R

Z=+re

R2

sy

Binomialentwicklung 1 2
- — 1+—sm®cos¢+ o —
R R
—2
héhere Ordnungen
1
— 1+—sm®cos¢
R R
4, 2l lo I cos¢+—sm®cos ar’;
ar R R ¢

, 0 o cos® ¢' = Y2(1 + cos(2¢"))
A, z&'(ri] o[

= %0
4r !;T

Mol r'w

2 -sin®
Az R

15
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3.6.4. Zylinderspule

(I.g‘-'r E Auéc,a-ﬁlf IJ’. n'!b'r'mfuu?zu

ac de!
o dichtgewickelte Spule: (die Ganghdohen der einzelnen Windungen werden vernachlassigt)
B: Uberlagerung der Teilfelder der einzelnen Windungen
entlang der z-Achse:
Strom im Element dz': dl = %dz‘
IN 2 az'
B, = ) ) ]
72y [fo +(2 z')ZF
/ /
I'N Z+ B z- o
By = po—— =
2/ 2 2
f02+ Z‘I’i I’02+ Z——
2 2
_[ as 7= S +C hier: s=1z-z' ; ds=-dz'
2 (.2, .2
(’r02+52] oy \/ro +S
o fur die unendlich lange Spule qilt: (N > )
0
" -2 .
ot S | I St
110 /O 1410 /O o
2 2
/ /
T L ZL
2 2
N' ... Windungen pro Langeneinheit
e innerhalb der (gesamten) Spule: B= B, e, = const.
e aulerhalb der Spule: B=0

=>» Beweis mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes

© by FI 2001 16
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1
V05 —29.05.2001

e — |

3.7.

1) §8.a5=0=8, (n)-8,, ()}
G

2) §8.a5 =0=[8, ()-8, (ra))/
&

3) §B:05 = oI N =B, -/
&

e magnetisches Vektorpotential

’1,2 —>0

> B, (n) =8, (rn)=const. = 0

2> B, (r3) = B, (r3) = B;, = const.

[

/N ,
> By, = o= to'l N

nach (3.22) gilt: o= §A7d§ ®
c
o ,
Innenraum: r<ro [OR J'Bda =B, r°n=Ay 2w r
a
B, r :
> py =l M TN, _,
! 2 2
AuBenraum: r>ro d=58, r02 m=A 2nr
0 a
const.
2
S M VL. S
fa 2r 2r r
NON .J Ag [
!
!
!
I
1
'
—1 ] >
Fu o -_l o i

Magnetische Felder in Materie

KAPITEL 3: MAGNETOSTATIK

¢ "dulleres” Magnetfeld =» die Materie wird magnetisiert

¢ Es treten sog. magnetische Dipole auf:

-> Elektronen in den Atomhullen (atomare Kreisstréme)
-> Spin der Elektronen (elementarer Drehimpuls)

1) induzierte Dipolmomente:

2) Ausrichtung vorhandener Dipolmomente:

Definition: M = HoXmH

= linearer Zusammenhang zwischen dem Magnetisierungsvektor M und der magnetischen

Feldstarke H

Xm --- magnetische Suszeptibilitat

o diamagnetische Stoffe: Im
Xm ist positiv!

e paramagnetische Stoffe:

Diamagnetismus

Paramagnetismus

(3.28)

ist negativ!

o ferromagnetische Stoffe:
-> Spin der Elektronen:

- Permanentmagnete

Xm = xm (T) ... temperaturabhéngig
(Eisen, Nickel, Kobalt und Legierungen)

nichtlinearer Zusammenhang M= M(F/) ... Magnetisierungskurve

17
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3.7.1. Der magnetische Dipol

-

o infinitesimale Stromschleife: I > und rp >0
A 2.72—
4y =20 T sine (3.29)
Axr
Definition: magnetisches Dipolmoment m
m = uyl-a (3.30)
mita=renn
> 4, =20 (3.31)
4z r?
e in koordinatenfreier Schreibweise: (r>or-n)
Jo GG =h) ’13) (3.32)
47r|f = /71|
e magnetische Feldstarke
B=rotA = irotM ;2.B.r; =0 ;m = const. Vektor
4r r3
:i Vx mxr
iy r3
1| r - r
=—\m|Ve—I |—-\meV|)—
iy/4 { [ r3 ] ( )r3 }
r - 3 ro-
1) Ve — =" Ver+rev—="—"-3—"r=0
rPor o s
rol(- v o= 1
2) (m-V)—3=—3(m-V)r+r(m-V—3J=
r r r
- 1 - _mer - ) )
2> B(r)= 3 -m+3 > (siehe el. Dipol (1.196)) (3.33)
Arr r
2B m=m-é, B, - 2Mmcos® (3.34)
arri
m-sin®
By =—>"—" (3.35)
© Az rd
B¢ = O
e Magnetostatik fiktiver magnetischer Ladungen
H = —grady ((3.24)
= magnetischer Dipol (analog zum elektrischen Dipol) Q
m=Qpu-d ™ (3.36)
- me(r-n)
y(r)= ﬁ (3:37)
A pg|r —n
) B,

3.7.2. Magnetisierung

o makroskopische Mittelung der atomaren magnetischen Dipole in einem makroskopischen Volumenelement dV

dan =3

/

und definieren die Magnetisierung als Volumendichte

(3.38)

© by FI 2001 18
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=>» nach (3.32) fur das magnetische Vektorpotential

,Z](f) = LIMUV' (3.39)
4z |F - F'|
bzw. mit grad" % = r;rs
7-1) |7-7
A = = [ M) x grad | —2— |av" (3.40)
4r 7 |r r |
Nach Umformung mit
1) rot(f-M): f-rotM — M x grad f
2) j'rot/—: av = —§/—: x da ... Variante des GauR'schen Integralsatzes
erhélt man
,Z](f) = ijwdy'+i M (3.41)
47rV |r—r'| 47ra |r—r'|

Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem Vektorpotential von raumlichen und flachenhaften

Stromdichteverteilungen Gleichung (3.18) bzw. J 2> K und .[ —>I , dann lasst sich A als Volumen- und
v a

Flachenverteilung von sogenannten Magnetisierungsstromen darstellen:

Mo mag(r) ,Uo mag(r)
A(r)f j | | av'+ § |r r| (3.42)

mit den Magnetisierungsstromdichten

jmag = irot/l;l ... rdumlich verteilte Magnetisierungsstromdichte (3.43)
Ho
~ 1 - - x . - . A
Kmag =—Mxn ... flachenhaft verteilte Magnetisierungsstromdichte - (3.44)
—
d —
A k (5mLuag_}
p m— . TR

(T—-am) B
T=Jld L =t

o Magnetisierungsstrome sind elektrische Stréme

z.B.: homogen magnetisierter Kérper

1
V06 - 05.06.2001 i Velmagy Lylen J‘J‘A? fw{

| |

Eueaubystiratloeris

19 © by FI 2001
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e Analoqie zur Elektrostatik
=> fiktive magnetische Ladungen

o = —div M (3.45)
Y (3.46)
- 1 M(F)-da' 1 dlvM(r)
Es gilt: w(r) = §4ﬁ|r r| j4”|r r| (3.47)

E { fmﬂ%&l{f& E‘FM

]

, Mo afm Hitwrre

3.7.3. Magnetische Flussdichte im Medium

o Magnetfeld verursacht durch ferne Strome in Leitern und durch an Materie gebundene Magnetisierungsstréme

(016 = gy + o Imag = Hlg e +TOLM (3.48)
d.h. es gilt
rot(é - M): o ser = rot(yOI:/) (3.49)
% Def. von H entsprechend (3.4) fur Vakuum
> B=uH+M (3.50)

¢ Gleichung (3.49) bedeutet, dass die Wirbel von H lediglich durch die freie Stromdichte bestimmt sind

e reines Materiefeld (jf,e, = 0) = H wirbelfrei!
nach (3.48) gilt: rotB=rotM

e Setzt man in (3.50) fiir lineare Medien die Beziehung (3.28) ein:

B = poH + g mH = o@L+ 2 m)H (3.51)
bzw

B = jH = pou,H (3.52)

mit = HoHr (3.53)

wobei =1+, die relative Permeabilitatszahl ist. (3.54)

o Aus der Quellenfreiheit der Flussdichte B folgt

div & =0 = divluoH + M)

_ (346)
divH = ——dlvM = L (3.55)
Ho Ho
bzw. mit (3.24)
Ay = —Lm. .. Poissongleichung der Magnetostatik (3.56)
Ho

© by FI 2001 20
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3.7.4. Verhalten der magnetischen GroRen an Grenzflachen

Aus den differentiellen Beziehungen (Maxwell'sche Gleichungen) folgt beim Ubergang zur Betrachtung der

Grenzflache:
1) rotH——>RotH = iix (F/2 —Hl) (3.57)
2) divB—DivB == (57 —él) (3.58)

dabei zeigt n vom Gebiet @ in das Gebiet @

Rot, Div werden als Flachenrotation bzw. Flachendivergenz bezeichnet.

e Nach (3.49) qilt:

rotH = j,,e,- — RotH = /;,,e,- , wobei k ... Flachenstromdichte in der Grenzflache (3.59)
> jix (F/2 - H1)= Kpei (3.60)
fir kpy =0 = ﬁx(ﬁzfﬁl):o
bzw. Hit = Hy (3.61)
¢ Nach (3.10) qilt:
DivE = /(8 - B,)= 0 (3.62)
bzw. Bin = Boyy (3.63)

e Brechungsgesetz der Magnetostatik

tana; 1y

(3.64)
tana,
e Magnetisches Vektorpotential
Aus (3.11): RotA =0 (3.65)
da keine flachenhafte Flussdichte existiert!
> Alt = AZI (366)
e Aus der Coulomb-Eichung (3.12) folgt
DivA=0 (3.67)
> Aln = A2n (368)
damit gilt: A=A (3.69)
Das magnetische Vektorpotential erfahrt keine Brechung!
e Magnetisches Skalarpotential
analog zur Elektrostatik (1.158), (1.160) gilt:
2 (3.70)
oy, oy,
—= =y —= 3.71
H on Ho on ( )
, wenn keine fiktiven mag. Flachenladungen angenommen werden (= o, = 0)
3.7.5. Magnetisierbare Korper im homogenen Magnetfeld
» Vorgehensweise analog zur Polarisation in der Elektrostatik (1.13.6)
o Definition eines Entmagnetisierungsfaktors N
A=, - n.m (3.72)
Ho
mit N=1 ... Platte
N=72 ... Zylinder
N=1/3 ... Kugel

21 © by FI 2001
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1
V07 —12.06.2001

e — |

e Beispiel:

Hohlzylinder im homogenen Feld Hy

Jl}f

i/
/

" ;Uu 1

=>» ein homogen magnetisierter Zylinder wirkt nach aulRen wie ein "ebener" magnetischer Dipol mit

7

.

—n L *
Y
. =t
m-sin
v(r.g) = 2509
27 g r
0 m-sin
Hy(r,g) = - = TSG
or  2muyr
10 m-cos
Hylr,g) = -2 S0 - 10089
r o¢ 2m g r
mitm =gy - d ; Om ... fiktive magnetische Linienladung

=> im Innenraum stellt sich ein homogenes Magnetfeld ,E//, =H; -éy ein.

Losungsansatze fir die einzelnen Bereiche:

1) 0<r<n: v;=—H;-r-sing
— 7
y
. . Cm .
2) <r<rg Wy =—Hy r-sing+—"=sing
r
™
. Cy .
3) ra<r: Vo =—Hy-r-sing+—=sing
r
™)
unbekannte GroRen: Hi, Hn, Cn, Ca
1) r=rn: H,:Hm_c_m

2
i

C
boH; = mtp +/‘m_,;7
7i

2) r=ry Hy——2I = Hy ——2

® = Anteil d. ebenen Dipols im Zentrum (r = 0)

= 4 Gleichungen nétig

€CYi=Vnm

c c
HmHm + tm =5 = oMo + 1o =5

a

I3

© by FI 2001
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g bm
Ho

2 2 2
Ho Ho Ta

fir £m 551 (hochpermeables Material) gilt:
Ho

» 4H,
2
Hm 1-— [i]
Ho 3

3.8. Die magnetische Energie

Analog zur Elektrostatik:

w =% [H() - B(yav (3.73)
v,
mit der magnetischen Energiedichte
WP =2 HE) - 6(7) a.74)
mit (3.11) und der Beziehung
divldxA)=H-rotA-A- rot A
ergibt sich fir (3.73)
1. (57 1,5 - .
W=Ejd|v(AxH)dV+EJ'A- rot H dV/ (mit GIS)
v, /
1 - - 1
W == {:(A ) da+=[A
2 2
a, v,
Es gilt §(A7x/:/)dé=0 ; wg. A7~l(3.18) ;/:/~i2(3.20)3(,2|></:/)~i3%0;é~r2»oo
r r r
am
1 -
=—j r)-J(F)av (3.75)
2
v,
Setzt man fur A
A(F) = 2’—0 T gy ((3.18))
“of-7
dann folgt
W= IIT) g gy (3.76)
o iy P71
Fir ein System von diinnen Leiterschleifen:
L
- z,
In
ds;-ds ;
”0 ZZ il L (3.77)
T = 1 /=1 /' /|
23 © by FI 2001
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3.9. Die Induktivitat

Definition: O =L/ @ ... mag. FluB; I... flusserzeugender Strom (3.78)

e FluRR durch die i-te Leiterschleife:

®; = $A7;) a5, ((3-22))
Ci
: iy =Fo s g B
mit A7) 4”12:1 //3£|E = (3.79)

Hy < J
®= YI1§ ¢ ——
72'/':1 C,C/ f,—fj|
n
D=Ll (3.80)
j=1
mit L; =-— § _ ... Induktivitat zwischen der i-ten und der j-ten Leiterschleife (3.81)
T r=r;
C,C/- | / /|
oL ... Teilinduktivitaten bzw. Gegeninduktivitéten
oL ... Selbstinduktivitaten der einzelnen Spulen

e Lij = o« bei unendlich dunnen Leitern, da |ri—rj] =0
= man muf bei der Berechnung von L; die endliche Leiterdicke beriicksichtigen.

e magnetische Energie

lnn

(3.77): WZEZ DLl

i=1/=1
l n
W=} 10, (3.82)
23
fur eine einzelne Leiterschleife:
(3.83)

1 2
W==lgy®y = =Lyp/
2 (€5 R €] 2 1)@

z.B.: Induktivitat pro Langeneinheit einer unendlich langen Spule

2
. B —xk
W=2[HEav =22 2 -t
2, 2 o
% = %/Z‘UON'Z rlr = %L' 12 , wobei L' = L/I

> ['= ﬂofozﬂ' N2

z.B.: Induktivitat zwischen zwei parallel angeordneten quadratischen Leiterschleifen

=

-

-

T

© by FI 2001 24



ELEKTRODYNAMIK 11 E-TECHNIK 4. FS KAPITEL 3: MAGNETOSTATIK

Li» = Ly setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen:

41 2)

S %

-
_ErJ-—r!.l

-:J_—»—«—ﬁ"_"'""'- A5 tfgf "0’:5':

i

r

e —— L g

Hx f.-:,u;( (L[ X, L“n 1

2
% e o 5 9 z+§+‘{d2+(z+gJ
L12=&I fl 52 = J./Zhdgz > L 2= Ho J. In dZZ
4z n—r T 2 @
_a 1 2 1 _a _a
7% 2 ? za+\/d2+(zaj
2¢—Am‘eﬂ 2 2

L", 2 aus-L'4y; mitd®> > d? + a? ersetzen

IIn[X+Vd2 +X2jdX =Xln[)(+\/d2 +X2)—\/0’2+X2 +C

. Ho
L'1,=—aln
=5

awa’+a® | e
ad

Ho alna+V2a2 +d?

Lhp==-2~

2n v2a% +a?

Lip = A(L'1p+L"15) Ly, Lo ... Selbstinduktivitaten

—\/Zaz +d? +\/a2 +ad?
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4. ZEITLICH LANGSAM VERANDERLICHE MAGNETFELDER
— QUASISTATIONARE MAGNETFELDER —

Das Induktionsgesetz

V08 - 19.06.2001

e — |

e Experimente vom M. Faraday (1831):
=> zeitlich sich &nderndes Magnetfeld induziert ein elektrisches Feld
= die in einem geschlossenen Weg auftretende Spannung (induzierte Spannung; = Ringspannung,

(4.1)

Umlaufspannung)

Eds = —ijédé L
A at at
a
ist gleich der Abnahmegeschwindigkeit (magnetischer Schwund) des von der Kurve C umfassten
magnetischen Flusses © .
o fr ruhende Korper gilt
(Integrale Form des Induktionsgesetzes) 4.2)

- B -
iSE-ds:—;[E-da

bzw. mit dem Stokes’schen IS:
$€-ds=[rot£-0a :—jﬂ-dé
oT
a a
(4.3)

c

folgt
0B

rotE = ——
ot
die ,vollstandige” zweite Maxwell'sche Gleichung (differentielle Form des Induktionsgesetzes)

e bei bewegten Koérpern tritt die zusatzliche induzierte Feldstarke auf
(4.4)

E=VxB

> Lorentzkraft: F =O-|7x5 =Q-I::

e Induzierte Spannung
U,:j;é-d§:—fg—f-d§ + §WxB)-ds (4.5)
c a c

e <
Ruheinduktion Bewegungsinduktion

=> Gleichung (4.5) ergibt sich auch aus (4.1), wenn man mit s die totale Zeitableitung betrachtet:

d 0 =
E()=§()+V-V()

d.h.:

B _B  v.wE
at ot

~ 98 V(B xV)+V(V-B)

98 + rot (5 X I?) +V-div B
=
(4.6)

=0

© by FI 2001
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e Darstellung von E durch Hilfspotentiale

Stokes - bl T - .
U, = J'rotE-da=—I—r0tA-da+Irot(l/><B)-da
57 aaz‘ 2

> jror(é+ﬁ—|?xé)-dé=o
) ot

bzw.:
oA - =
E+—-V xB =-grad
PY: grade
- 04 5oz ) . L .
E = - gradp+V xB ... fir den mit dem Leiter (Kérper) mitbewegten Beobachter 4.7
- 04 .
El= e —grade ... fir den ruhenden Beobachter (4.8)
4.2.  Grundgleichung fur quasistationédre Feldprobleme
o Maxwellsche Gleichungen in der quasistationaren Naherung:
rotH = J +% % =0 in quasistationarer Naherung (4.9)
ot =28 (4.10)
ot
divB =0 (4.11)
divD = p (4.12)
und die Materialbeziehungen fiir lineare Medien:
B=uH (4.13)
D=pE (4.14)
J=x-E (4.15)
e Quasistationdre Naherung:
> Qwird vernachlassigt!
=> physikalisch: Keine Wellenausbreitung
e Herleitung der Diffusionsgleichung
- - 0B
1) rotrot (uH)=p-rot(k-E£)=-pu-kx-—
— ot
=B
bzw.: rotrot 8 = grad divB - A8
——
=0
-~ 0B e .
> AB - y-K-E =0 ... Vektordiffusionsgleichung (wg. Vektorfeld) (4.16)
2) rotrot £ :—iroté :—ﬂ-z(-£
ot ot
wenn p=0->divE =0
gilt AE—uxPE 0 4.17)
ot
bzw.: A -2l o (4.18)
ot
27 © by FI 2001
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¢ Diese Diffusionsgleichungen beschreiben die Diffusion (,,.ZerflieBen”) des magnetischen und elektrischen Feldes
in einem leitfahigen Medium.

=>» dieser Vorgang ist ein irreversibler Vorgang

=> Gleichung ist gegen Zeitumkehrung (¢ — —t) nicht invariant (wg. 1. zeitlicher Ableitung)
man kann den Prozef3 nicht einfach riickwarts laufen lassen!

e Gleichung fur die Potentiale

- - - _(4.8) A
1) rotrotA=rotB = puJ = ux-E = —y-K-E—y-K-grad(p

bzw.: rotrot A = grad div A-AA

> Ad— /J-K-% _ grad(div A+ ux-p)

(i) Coulomb-Eichung: div A=0

(i) "Lorentz-Eichung" fuir quasistationare Probleme: div A = —lKQ (4.19)
- oA
2> AM=pux—=0 4.20
L (4.20)
- A
2) divE =-div—-divgradeg =0 (p=0)
at —
Ap

() divA=0 : Ap=0

" L . op

(i) divA=-uxg : Agp —,u-K-E =0 (4.21)

e Zeitharmonische Felder

Sinusférmige Strdme und Spannungen bzw. elektrische und magnetisch Felder

2B.: B(F,t) = B(F)-cos(wt +¢) = Re{é(?) e/’“"‘} (4.22)
mit B(F)=B(rF)e’” ... magnetischer Feldvektor (4.23)
Zeitableitung:
% = —wB(F)sin(ot + ¢) = Re{jwé(?)ef“”} (4.24)
o
0 .
d.h.: —
> Jo

Damit ergibt sich als Zeitharmonische Diffusionsgleichung:

AB(F) - joux-B(F) =0 ... die sog. Helmholtzgleichung (4.25)

=>» damit kdnnen nur eingeschwungene Diffusionsvorgange beschrieben werden.
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4.3. Felddiffusion im unendlich ausgedehnten leitenden Raum

1
V09 - 26.06.2001 e Annahme: 5(7;1‘) =B,(x,t)e, ... raumlich, eindimensionale Feldverteilung
e e
TG;I G./' f,'a" @Tj éry (i;:) _'?__/"
T e e i S
S —— B}
4 E 7

e Diffusionsgleichung:

6252 x.0 o 0B,(x,t) _
ox? ot

0 (4.26)
Die Funktionen

—ur(x-x")?
B,(x,t) = 50,/2‘—’; e 4 ... die GauRkurve (4.27)
TT

erfullt die Gleichung (4.26) mit den Randbedingungen, daf

B, fur x >+ wendlich ist. (B, verschwindet dort)

Weiter gilt:
© _,”K(X_Xl)z
[ 8o f—Kt e 4  dx=B, 2 Flache unter der GauBkurve ist=1 (4.28)
TT
und
—ui(x-x")?
lim fﬂ—’( e ar =0(x—-x") = Dirac'sche Deltafunktion (4.29)
t>0\4rt

=> d.h. als Anfangsbedingung gilt:
B,(x,0)=8By -5(x —x") (4.30)

=3 i_gf(fﬂ_.
L'D\‘ e

(gleiche Flachen unter den Kurven!)

e Mit zunehmender Zeit t werden die GauBkurven immer breiter und das Maximum sinkt — 0O ;
Diffusion (ZerflieRen) des Anfangsfeldes

e Gleichung (4.27) stellt die Green'scheFunktion G(x, x',t) fir Diffusionsprobleme dar.
o FUr eine beliebige Anfangsfeldverteilung:

B, (x,0) = By(X) = Tso(x')-a(x—x')dx' (4.31)

—©

ergibt sich daher:

© 0 _,”K(X_X‘)Z
B,(x,1) = [Bo(x)-G(x,x",0)d = [ By(x'): }% e 4 (4.32)

—0
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4.4, Felddiffusion im leitenden Halbraum

i-*'b E{ou Pel

&.f%ﬁ; 'Jf,ﬁi"-:r.!’m
(<o) ‘?%

C@iw V4

I | EESA —— f_—"p Y
Vs ) .
- g .//'
///
e
¢ im leitenden Halbraum (x > 0) gilt:
2
0°B,(x,t) e 0B, (x,t) ~0
ox? ot
mit den Randbedingungen:
1) B,(0,1) = B,(?)
2) B,(x,t) = endlich
und den Anfangsbedingungen:
B, (x,0) = By(x)
e L 6sung des allg. Problems:
Losung = Teilldsung | + Teillésung |
|Randbed. |Anfangsbed.
|(Anfangsbed. = 0) |(Randbed. = 0)
\ / \ /
\Y \%
Einflu? der Randbedingungen Einflu® der Anfangsbedingung
(Bo(x) =0) (Bo(t) =0)

z.B.: Einschalten eines externen, konstanten Feldes (Gleichfeld) zum Zeitpunkt ¢ =0

2
e.!r———

\ & — 0 Vit<0
! Bo(t) = B v
oV £>0
mit B,(x,0)=0; x >0 (feldfreier Halbraum)
&= . tigtsclan. Bottud ﬁ'ffw’u«““'f‘: conaplimen bty

MK

— B, (xt)= 3, erfe ( )

4.4.1. Diffusion eines Zeitharmonischen Magnetfeldes — Skineffekt

e Betrachtung des eingeschwungenen Zustandes, d.h. die transienten Vorgéange
(vgl. erfc () in obigem Schaubild) beim Einschalten des Wechselfeldes sind abgeklungen.

B,(0,1) = By-e’® ... Randbedingung

B,(x,t) = abklingender (transienter)Feldanteil + eingeschwungener (periodialer) Feldanteil
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o Zeitharmonische Differentialgleichung:

2B (x) .
—=2"7 _jouxB (x)=0 (4.33)
ox? i
%8 (x
bzw.: L()szsz (x)=0 (4.34)
ox? -
mit k = Jjoux =1+ j) % (4.35)

Lésungsansatz:

B,(x)=Ce* +cy e

Randbedingungen:

x=0: B,=8, C, =B, . Re{k}|>0
ur -
X >w: B, =endlich) €3 =0 Im{/_(}>0
LOsunaq:
B,(x)=Boe™ (&)
bzw.
. . e
B,(x,t) =Re {éz elot }: Re {BO glot—kx } =Bye 9. cos(wt 7§) (4.36)
mit P (4.37)
- 5
und o= L ... Eindringtiefe (4.38)
OUK

e Bei x =0 ist die Amplitude von By(x, t) auf das 1/e-fache abgefallen!

¢ Der Phasenwinkel ist ortsabhéngig, d.h. fur konstante Phase gilt:

X
ot —— = const
9

bzw. g Sw= }Z_w =Vpy (4.39)
at UK

= Betrachtet man verschiedene Zeitpunkte, so verdndert sich die magnetische Feldstarke wie bei einer
fortschreitenden Welle mit der Phasengeschwindigkeit ver,.

e Verteilung der induzierten (harmonischen) Wirbelstréme im leitenden Medium

J=rotH = _iﬂéy
u ox

X
Jy()(,z‘):i cos| wt -2 |~ sin wt - X Bye ¢
us 5 5

\/ECOS a)t—i+£
5 4

X

Jy(x, 1) = ,/wyk “Hy e_; cos[a)t—%+%] (4.40)
o Wirbelstromverluste
 —— ®
1
V10 - 03.07.2001 Pty ==[J,%(x, ) ax ((2.31))
[Vertretung: Hafla] K 0

P =

x|

[9,2000ax
0
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_ A (4.40) 2T
2 1 2 1 2 2 X
JS==J, (x,)dt = =—w-ux-Hy e 9 |cos?| ot -=+=|dt
4 Tl S 7 e g ( 5 4]
T X
=wuKx-Hyle o —J' 1+cos|2 ot —=+Z|||ar
27 2 5 4
_2x
=w'ﬂ'K-H02-e 5
2
_ o _2X s5) - 1
> P =M'H02'Ie 5 dX:M.HOZ.(__].e s 2K o 2 (4.41)
2 4 2 2 ;2 B o

... zeitlicher Mittelwert der Verlustleistung pro Flacheneinheit der Oberflache des Halbraums

e Gesamtstrom pro Langeneinheit |

p-t_ [, (x 0y ax :{aHZ ax = H,(0,8) ~ H, (o, £)
I o X =

2> /'=Hy-cos(wt) (4.42)

/ e (aqess Gl

e T~ 7 st Ay
v L j}' [ g Hotep®

H, . .
' ot = TO (aquivalenter Gleichstrom)
2
/Ieﬁ‘ 1 [
‘])/ = T = EHO UK
/
R=—"_
- - KA H. 2 H, 2

Verlustleistung: poyp 2 H_ I _Ho |ou

2 x5/ 2 Va2
12 ... zeitl. Mittelwert des Quadrats von (4.42)
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5. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

5.1. Maxwell'sche Gleichungen
Die vollstandigen Maxwell'schen Gleichungen lauten:
- - oD
rotH =J +E ... Durchflutungsgesetz (5.1)
- 0B :
rotE = o ... Induktionsgesetz (5.2)
divB =0 ... Quellenfreiheit des magnetischen Felds (5.3)
divD = P ... Coulomb'sches Gesetz (5.4)
Die Beziehungen zwischen den Feldgréen sind durch die Materialgleichungen gegeben, die fir homogene,
lineare Medien die Form
B=uH (5.5)
D=¢E (5.6)
J=xE (5.7)
besitzen.
Die MaterialkenngréfRen p, € und « sollen im gesamten Raum konstant sein.
Die Losungen der vollstdndigen Maxwell'schen Gleichungen stellen elektromagnetische Wellen dar.
5.2 Die Wellengleichungen

1 FOtIOtE = pu——rotH = — u—1)|J+2= = —UK—— pe—— 5.8
) Ho u o u i (5.8)

65 5 (1) P 5 oD (6156 oF 02F
ot ot or?

bzw. mit rot rot E = grad div E - AE  erhélt man

B B} = B
AE —graddivE - 25— 425 _ g (5.9)
ot ot?

die allgemeine Wellengleichung fiir die elektrische Feldstérke E.

Fir raumladungsfreie Gebiete (p = 0) ergibt sich:

_ 9=
- OE 0°E
AE - uxk— - ue
ot ot?
e~ ——
Diffusionsterm  wellenausbreitungs —
term

=0 (5.10)

wobei sich im betrachteten leitfahigen Medium (k # 0) Diffusionsvorgange (a_at_ Term) und

2
Wellenausbreitungsvorgénge (6—2Term] Uberlagern
ot

2) Die gleiche DGL erhalt man fir die magnetische Feldstarke H:
.Gy _(5.7)(5.6) Y 25
rotrotH = rotJ+%rotD = —ykﬂ—yé‘ﬂ (5.11)
Mit divH =0 folgt:

B oH 92H
AH — uxk — — ue

—=0 5.12
ot or? (5.12)
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e FUr nichtleitende Medien (x = 0 - Dielektrika) erhalt man die speziellen Wellengeleichungen:

. 2
AE — us 0 f =0 (5.13)
ot
- 0% H
AH — ps—= =0 (5.14)
ot
5.3. Ebene Wellen als einfache L6sung der Wellengleichung
0 0 u . . .
Annahme: —=0;—=0 (Felder @andern sich nur in z-Richtung)
ox oy
=> in jeder Ebene z = const. ist das elektromagnetische Feld konstant (ebene Welle).
2- 2~
E E
(5.13): 0 > yga—z =0 (5.15)
0z ot
2 27
(5.14): %7 ,ug% =0 (5.16)
0z ot
Alle Komponenten des elektromagnetischen Feldes E,, E,, E,, Hy, Hy , H, erfillen die eindimensionale skalare
Wellengleichung
2 2
& w0 (5.17)
0z ot
Wie sich leicht zeigen lasst, stellen die beiden beliebigen Funktionalen
£ = fl(t 7ij (5.18)
c
und fy = fz(t +i] (5.19)
c
Lésungen der Gleichung (5.17) dar.
Dabei reprasentieren die Feldkomponenten proportional fl[t —i] eine ebene Welle, die in die
c
positive z-Richtung lauft und jene Komponenten proportional fz(z‘ +£J eine ebene Welle, die in
c
negativer z-Richtung lauft.
. 1
Es gilt: c= (5.20)
1[,u5
... Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen (Lichtgeschwindigkeit) im betrachteten Medium
Beweis: oh S fi
0z c
%f 1, ) %t 1,
2 ozt ' PRt
0z c 0z c
Oh g
ot
o*h — % _ s
ot? ot?
2 " 2
a"12:if12 =ﬂgaf12 v
0z ¢?
Man spricht von der sog. d'Alembert'schen Losung der skalaren Wellengleichung
f= fl(t—£J+f2(t+£j (5.21)
G c
z z N
Ey =Elx[t_?]+52)((t+?) dito fur Ey , E,
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1
V11 -10.07.2001

> E= El(t_i]+éz(r+ij (5.22)
c c
mit E; ... el. Feldstérke der in positiver z-Richtung laufenden (vorwartslaufenden) Welle
E, ... el. Feldstérke der in negativer z-Richtung laufenden (rickwartslaufenden) Welle

5&:1 0 (-ZX *1)(*) 10 (5z></:/1) ™) %77i8_f1

c 0z

> —%(ézx/:/)=J%%

nach Integration und Nullsetzen der zeitunabhangigen Konstanten ergibt sich

—6,xHy = \/E/_-:l (5.23)
U

oz c ot

> 6,xEy = \/Zﬁl (5.24)
&

Aus (5.4) folgt:

a) divE, =

= Integration und Nullsetzen der orts- und zeitabhangigen Konstanten:

Er=0 (5.25)
b) divA, =2z o1 ag/;z
c
Hi;=0 (5.26)

e Transversal elektromagnetische Welle (TEM)

(/_-:1,/:/1) breitet sich in positiver z-Richtung aus (vorlaufende Welle)

z.B.: E, =E£,, 6,
(5.24): H, =\/E-51X (6, x&,)=H,-6,
H —
=e,
¥
Ex
—_—
_J‘_';- =~
1
et i

'

¢ Die ebene Welle (L-:l,/:/l) lauft ohne Formanderung in die positive z-Richtung.
(E1, Hi, &, bilden ein Rechtssystem)

o Wellenwiderstand:
% %
oo [ {(v_sJ (4o Hq:[g] 5.27)
& Am As A

2.B. Vakuum: Zo = /& = upc ~ 4710731078 ~1207[Q] (377Q)
€0
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o fir die riickwartslaufende Welle

o _ 1oh
ot c 0z
6, xHy = /— E, (5.28)
)7
bzw. -6, x £, = ,/ﬁ H, (5.29)
&

= TEM-Welle (EZ2 =0;H,, = 0), die sich in negativer z-Richtung ausbreitet.
z.B. Ey=Ey, 6,
) hy & - = - R . EZ)(
(5.29): Hy = [—Eyx-€,64=H,, €, ; wobei Hy), = -
H — z
=-e,
e

F

54.

____________ _*-g

—l —

B, My, -e;

éiﬁiém B
Iﬂwfi‘i& b3 )ft’m

!

/

e Diese (z.B. "dreiecksformigen”) "Wellenpakete" kann man sich durch Uberlagerung geeigneter sinus- bzw.
cosinusformiger Wellen (harmonische Wellen) mit bestimmten Wellenlangen zusammensetzen. (Fourierintegral)

Harmonische ebene Wellen

z.B.: eine in z-Richtung sich ausbreitende cosinusférmige ebene Welle:

E,(z,t) = E o cos(ot —kz + @)

Hy(2,t) = H g cos(ot - kz +p)

. Evo
mit Hyo = %
. 2
o Kreisfrequenz: w =2xf = - (5.30)
2r .
o Wellenzahl: k = - ; A ... Wellenlange (5.31)
e Dispersionsbeziehung:
2 2
(5.15): %_%5 sz =0
oz cc oz
2
> (-k2+=)E, =0
2
- ¢
=0
> k=2 (5.32)
c
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e Phasengeschwindigkeit

ot —k, + ¢ = const.

d, o 1
vy =de -2 o (5.33)
Td, Tk [ue
o Unter Dispersion versteht man die Tatsache, dass die Phasengeschwindigkeit eine Funktion der
Frequenz (Wellenlange) sein kann:
w(k
o = o(k) : Von = % (5.34)
=>» Die Beziehung (5.32) ist kennzeichnend fiir ein dispersionsfreies Medium,
d.h. vy, = C fir alle Frequenzen.

e Gruppengeschwindigkeit
Vg = da;ﬁ(k) =c¢ (5.32) fur dispersionsfreies Medium (5.35)
=> ist fiir die Ubertragung von Signalen oder den Energietransport maRgeblich.

« Eine sich in beliebiger Richtung e, ausbreitende ebene Welle besitzt die Form:
E =Egcos(ot —k-F +¢) =Re {EO(F)e/W-k"")} (5.36)
mit Eo(F) = Eqe”” (5.37)
und dem Wellenzahlvektor & :
k=ké, = 27”56 (5.38)

der in die Ausbreitungsrichtung zeigt.

Die Ebenen k-7 = const. sind dabei die Flachen konstanter Phase.

e Polarisation

Schwingt die elektrische Feldstarke (und damit auch die magnetische Feldstarke) nur in einer Ebene,
dann nennt man solche Wellen "linear polarisiert".

2B  E=E.6,+EE,
mit E, = Ecos(of —k,)

E,_E,qcos(of —k;)
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= £ kann man sich damit auch als Uberlagerung zweier linearer polarisierter ebener Wellen

(Ex ,E,) mit gleicher Phasenlage vorstellen.
* Besteht zwischen den Wellen £, und £, ein Phasenwinkel ¢
E, = E g cos(af —k,)
E,_E o cos(olf -k, +9)

dann beschreibt die Spitze des Vektors E in der xy-Ebene (z=const.-Ebene) eine elliptische Bahn;

man nennt solche Wellen elliptisch polarisiert.

—p

s il &

i(::%A

E durchl&uft innerhalb der Periode T die Ellipse.
=>» Sonderfall der zirkular polarisierten ebenen Welle:

p=@n+) 7 n=0, 1, 2, ...
EXO =Ey0 =Eo

e Stehende Wellen

wenn zwei ebene Wellen gleicher Amplitude, Wellenldnge und Polarisation einander entgegenlaufen

= die Welle schwingt "auf der Stelle" (ortsfest)

z.B.: Ey(z,t) =Ey, cos(a)z‘—kz)+EX0 cos(wt + k2)

=2£, cos(kz) cos(wt)
N/

% rauml. Anteil; fir z = const. = cos(kz) = const.

H,(z,t) =H,, cos(wt —kz)—H, cos(ot +kz)

E,,

% cos(wt + kz)
V4

£ (ot — k2)
= cos(ot — kz) -
Z 0]

Xo

E
=2
Z

sin(kz) sin(wt)
« Die Felder £ und H sind raumlich und zeitlich um 90° phasenverschoben !!
e Ortsfeste Nullstellen (Knoten) des elektr. Feldes:
T A
K, =@@n+1)— —>z=02n+1)—
2 4
o Ortsfeste Nullstellen (Knoten) des magnet. Feldes:
K,=nrx —>Z= n.%

5.5. Reflexion und Berechnung von elektromagnetischen Wellen

1

V12 — 17.07.2001  an der Grenzflache zweier Dielektrika mussen folgende Randbedingungen erfillt sein:
L Eie = Ey (5.39)
Dy, =Dy, (5.40)
Hhy = Ho (5.41)
B1, =Bz (5.42)
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5.5.1. Reflexion an einer ideal leitenden Flache (Wand)

1) Senkrechter Einfall:

r : o
e
4 —
(Ej})} . . /
Ee_ -
{ '/f
_— nall
e
— S — P~
Rt p 2
He 7
bl X tdictinn s =
il Amdbediagun : £, = O
oldue il * fug’ So
« einfallende Welle: ko = k, &,
E, = Ee, ell@t=k?) g (5.43)
~ Fo otk -
He — ZO e/(wet Ez).ey (544)
(Eg,  @e . ke gegeben)
o reflektierte Welle: k, =—k, &,
E, =E, /@1 kg, (5.45)
/:/ _ ErO ej(w,t—k,z).é (5 46)
r - Z y -
e z=0: /_-:e +/::, =0 zu allen Zeitpunkten
> Eo +E, =0 bzw E, =-E,, (5.47)
und We =0, =0 - (5.48)
[0} "
ke =k, =k=E - (5.49)
> Stehende Wellen im Medium (&, u)!
2) Schréger Einfall:
o ——— g

e2=0: £, =0=[E,+E, )6,

Egcosa, — Eg cOsa, =0
——
=—£,

> cosa, =Co0sa,
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bzw. @ S @ ... Reflexionsgesetz (5.50)
e in der unendlich gut leitenden Grenzflache treten (Zeitharmonische) Flachenstréme und
Flachenladungen auf:
(3.60):  Jp =gy x(Hy —Hy) = —1ixHg, (5.51)
—— ——
Fldche 0
(1.156) o =n-(D,~Dy) = ey 1-Egy (5.52)
—
0
- E, E E, .
ez=0: H=|-—2-llg =2-%¢ e/
z Z, z
7520
- R - E, .
> Jr =—6,xH=2-2¢, ./
V4
o =—¢(-E, sina, + £, sina,)
0 2 =
-E e
=2¢E, sina, -/
5.5.2. Reflexion und Brechung an der Grenzflache zwischen 2 Dielektrika
1) Das elektr. Feld liegt senkrecht zur Einfallsebene — senkrechte Polarisation
. N —_— . .
(ep0 ) 5 . (& p
e _-FC% &
S 7% B | 32,
o auftretende ebene Wellen
E, = E,y-el@heD (5.53)
E, = E,g-e/@kD (5.54)
Ey=Egy-e’ @kl (5.55)
die jeweils dazugehdrige magnet. Feldstarke:
- 1 (ke - - .
He = —| —Xx Ex *bei H,k,E je Index e,r,g
Zx | K«
* bei Z (Wellenwiderstand)  je nach Index 1,2

e in der Grenzflache gilt: (Z=0)

1) Ey =Ey Eeo+Erg=Eyo
> 5 E E E
2) Hyp = Hoy : €0 cosay — =L cos oy = —22 cosa,
4] 4] Z
Eqo . E,o . Ego
3) By, =By, : m ZE’O siney +ylz4°sma1 =u, —Lsina,

1 1 ZZ
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sina. Ego
1) +3): t=—=(Ego + Egy = piy ——Sina,
N AA Z,
=Eg0
> ﬂsinozl =ﬁsina2 mit 7 = [£ folgt
Zy Z, £
bzw. ‘/,ul & Singy = ‘/,uz & Sina, ... Brechungsgesetz: (Snellius) (5.56)
sin @ K, n .
> ey _ [Aaa _f2 _Xe M ny ... Brechungsindex (5.57)
sinay Urgr €1 kg
1 E 1 E
1) +2): —[17 ’OJCOSal—[lJr ’OJCOSaz
Z; €0 23 Eeo
EgolEuo

1 1
——CO0S a; — ——COS ayp
E,o 21 Zy _ Z,C08 a; —Z; COS ay

z 1 1 == > (5.58)

€0 —-c0s @y +~-C0s ap 2 COS @y + 24 COS a3

1 2

E, o E 2Z,c0s a

e - - ... Fresnel'sch Beziehungen (5.59)
Ego E,o ZpcCO0Say +ZpC0Sa,

2) parallele Polarisation
%

(EMI"”“’ (gz,r,’uz)

He

Y ” 1 Ego

1 Hy =H —(Epg +E,0)=——

) 1t 2t Zl ( e0 rO) Zz

2) Ey = Ey : (Eeo +E,0)c0say = E g cOS
Ero| _ZaC08ap - 23 C0Sey (5.60)
[ I Z,C0say + 2y Cosay
E

90 | _ 275 cos g (5.61)

Eqo r Z,C0Say + 2y COSay

|| = Makierung fir parallele Polarisation

o Energietransport durch Wellen:

S=ExH ... Poynting-Vektor
% zeigt in die Richtung der Wellenausbreitung
z.B.: E, =EX0-cos(a)t—kz)

H, = E;o -cos (ot - k,)

s EZ . E .
S = ; €, = }0 cos? (ot -k, e, ... Einflussdichte

d.h. die pro Zeit und Flacheneinheit durch eine Flache transportierte elektromagnetische Energie
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\cos oy 2 COSay
=E 0
) Z5

SeCOsay —S,cosa, =S, C0Say
N Ayl

v v ——
Energieder Energie der Energieder
einfallenden  reflektierten  gebrochenen
Welle Welle Welle

2 2
[1_E,O JCOSal _ Ego” cosay
2

Eo Zy Enl 22

2 2
[E,OJ . Ego | Zycosa, _1
EEO EEO ZZCOSal

R + T =1

et —
Reflexions  Transmissions
koeffizient  oeffizient

... Energierhaltung
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